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1 実数 t
(
0 � t <

π

2

)
に対し，座標平面上の点 P (t)と点Q(t)を次のように定める。

• 点 P (t)は中心が原点，半径が 2の円周上にある。P (0) = (
√
2,
√
2)とし，P (t)は P (0)と P (t)を結

ぶ弧の長さが 2tとなる点とする。ただし，tが増加するとき，P (t)は反時計回りに動くものとする。

• 点Q(t)は直線 y = −x上にあり，原点からの距離が 1 + tで，第 2象限にある。

次の問に答えよ。

(1) P (t)とQ(t)の座標を tを用いて表せ。

(2) 原点と P (t)，Q(t)を頂点とする三角形の面積 f(t)を求めよ。

(3) f(t)を最大にする tの値がただ一つあることを示せ。

[ 解答欄 ]

(1) 弧 P (t)P (0)の長さは 2tで，半径は 2であるから，その中心角は tである。従って，P (t)は P (0) =(
2 cos

π

4
, 2 sin

π

4

)
を原点を中心に反時計回りに t だけ回転させて得られる点であり，その座標は，(

2 cos
(
t+

π

4

)
, 2 sin

(
t+

π

4

))
である。また，Q(t)の座標を (x(t),−x(t))とおくと，原点からの距離

が 1 + tであることから，x(t)2 + {−x(t)}2 = (1+ t)2が成り立つ。これを解くと x(t) = ±1 + t√
2
を得

るが，条件からQ(t)は第 2象限にあるので，x(t) = −1 + t√
2
でなくてはならない。よって，Q(t)の座

標は
(
−1 + t√

2
,
1 + t√

2

)
である。

(2) 原点をOと表すと，∠P (0)OP (t) = tである。また，点 P (t)から直線OP (0)に下ろした垂線と直線
OP (0)との交点をHとすると，線分OHの長さは 2 cos tである。今，直線OQ(t)と直線OP (0)とは
直交しているので，3点O，P (t)，Q(t)を頂点とする三角形において，OとQ(t)とを結ぶ線分を底
辺とするときの高さは 2 cos tである。従って，f(t) = (1 + t) cos tである。

(3) f ′(t) = cos t − (1 + t) sin t，f ′′(t) = −2 sin t − (1 + t) cos t である。このとき，f ′(0) = 1 > 0，
f ′

(π
2

)
= −1− π

2
< 0 となる。また 0 < t <

π

2
で f ′′(t) < 0であるので，f ′(t)は 0 < t <

π

2
におい

て（狭義）単調減少な連続関数となる。よって，f ′(t0) = 0を満たす t0

(
0 < t0 <

π

2

)
がただ一つ存

在する。以上より，増減表は次のようになる。

t 0 · · · t0 · · · π

2
f ′(t) + 0 −
f(t) 1 ↗ 極大 ↘

よって，f(t)は t = t0

(
0 < t0 <

π

2

)
のみで極大かつ最大となる。
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2 �OABにおいて，辺 OAと辺 OBの長さの比が 2 : 3であるとする。辺 OAを 1 : 2に内分する点を P，
辺 ABを 1 : 2に内分する点をQ，辺 BOを 1 : 2に内分する点を Rとする。線分OQと線分 ARの交点を
X，線分 ARと線分 BPの交点を Y，線分 BPと線分OQの交点を Zとする。�XYZが直角三角形になる
かどうかを調べよ。

[ 解答欄 ]

�XYZが直角三角形であることは，以下のいずれかが成立することと同値である。

i)
−→
OQ · −→AR = 0 ii)

−→
AR · −→BP = 0 iii)

−→
BP · −→OQ = 0

以下で−→
OA = �a，−→

OB = �bとする。このとき，−→
OQ =

2

3
�a+

1

3
�b，−→

AR = −�a+
2

3
�b，−→

BP =
1

3
�a−�bとなる。

• i) の場合 0 =
−→
OQ · −→AR =

(
2

3
�a+

1

3
�b

)
·
(
−�a+

2

3
�b

)
=

1

9

(
�a ·�b− 6|�a|2 + 2|�b|2

)
より，

�a ·�b = 6|�a|2 − 2|�b|2

|�a||�b| cos∠AOB = 6|�a|2 − 2|�b|2

cos∠AOB = 6
|�a|
|�b|

− 2
|�b|
|�a| = 4− 3 = 1

となる。−1 < cos∠AOB < 1 であるはずなので，不適である。よって，�XYZは ∠YXZを直角と
する直角三角形にはならない。

• ii) の場合 0 =
−→
AR · −→BP =

(
−�a+

2

3
�b

)
·
(
1

3
�a−�b

)
=

1

9

(
11�a ·�b− 3|�a|2 − 6|�b|2

)
より，

�a ·�b =
3

11
|�a|2 + 6

11
|�b|2

cos∠AOB =
3

11

|�a|
|�b|

+
6

11

|�b|
|�a| =

2

11
+

9

11
= 1

となり，やはり不適である。よって，�XYZは ∠XYZを直角とする直角三角形にはならない。

• iii) の場合 0 =
−→
BP · −→OQ =

(
1

3
�a−�b

)
·
(
2

3
�a+

1

3
�b

)
=

1

9

(
−5�a ·�b+ 2|�a|2 − 3|�b|2

)
より，

�a ·�b =
2

5
|�a|2 − 3

5
|�b|2

cos∠AOB =
2

5

|�a|
|�b|

− 3

5

|�b|
|�a| =

4

15
− 9

10
= − 19

30

となる。これは，−1 < cos∠AOB < 1 であることに反しない。よって，cos∠AOB = −19

30
のとき

�XYZは ∠XZYを直角とする直角三角形となる。
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